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I Introduction



II Généralités et aspects théoriques

1 Regles du jeu

Le plateau

Plateau 11x11 standard

Déroulement et victoire

Victoire des noirs (cas d’un plateau 5x5)



2 Résultats théoriques
2.1 Formalisation

Définition. Un graphe (non-orienté) G est un couple (S, A) ot S est un en-
semble d’éléments appelés sommets, et A un ensemble de paires (s1,s2) € S?
non-ordonnées, appelés arétes.

Notation Pour z = (a,b) € Z?, on pose ||z||o = max(|al, |b]) : ¢’est une norme
(norme infinie).

Définition. Pour (a,b), (c,d) € Z?, on définit la relation binaire < par
(a,0) 2 (¢,d) <= (a<cetb<d)
Proposition. < est une relation d’ordre partielle sur 7.2.

Définition. Un plateau de taille n est un graphe (Sp, A,) avec
Sp ={(a,b) € 7% | (1,1) < (a,b) < (n,n)}

Deuz sommets (z,y) € §2 sont dits adjacents si et seulement si ils sont com-
parables et si ||z — y|loo =1
Les quatres cotés du plateau, C1, Ca, C3 et Cy sont les sous-ensembles de Sy,
définis par

C1 = {(k, 1)}1gkgn Cy = {(n, k)hgkgn

Co={(L,k)}cren, Cs={(k,n)}icr<n

Cy
(n,1) = (nn)

Cl C3

(1,1) —— (1,n)
Cy
Les quatres cotés

2

Cases adjacentes a celle du centre




Proposition. Une partie d’Hex ne peut se conclure que par la victoire d’un des
deuzx joueurs (impossibilité d’un match nul) : si toutes les cases du plateau sont
occupées, alors il existe un chemin noir (resp. blanc), reliant les deux cotés noirs
(resp. blancs).

Théoreme. Il existe une stratégie gagnante, i.e une stratégic menant a la vic-
toire quels que soient les choix de 'adversaire, pour l'un des deux joueurs.

Démonstration : "Tout jeu fini déterministe a information compléte qui ne
peut se terminer par un match nul présente une stratégie gagnante pour l'un des
joueurs”".

~ v(T,) = maz(TY, ) si c’est & A de jouer (A choisit les chemins qui méne
a un état final valant 1, c’est-a-dire & sa victoire)
— o(T,) = min(TF, ) si cest & B de jouer.

n

Victoire de A

Corollaire. Le premier a jouer dispose d’une stratégie gagnante.



IIT Algorithmes

1 Force brute
1.1 Principe et cofit

— Force brute

- (%:;27) plateaux

— Estimation : ((%ngﬁ) . (

1.2 Implémentation

— OCaml, code récursif

— Reésultat :
Taille 1 x 1 : (1,
Taille 2 x 2 : (2,
Taille 3 x 3 : ( 3,
Taille 4 x 4 : ( 4 ,

1.3 Complexité

=W N

~ o

f%n21)

[§n?]

real Om0.032s user Om0.032s
real Om0.032s user Om0.032s
real Om0.435s user Om0.432s

real 600m14.103s user 593m4.

> Estimation optimiste : O(n?!)

sys Om0O.000s
sys Om0.000s
sys Om0.000s
248s sys Om37.634s



2 Quelques pistes pour améliorer cet algorithme

2.1 Connexions virtuelles

Exemple de connexions virtuelles (type "Pont") pour les Noirs

Simplification automatique



2.2 Implémentation semi-physique

Utilisation de propriétés des circuits électriques pour créer une fonction
d’évaluation :

— FE =0 : victoire des Blancs
— F = 400 : victoire des Noirs



IV  Hex et topologie : un théoréme du point fixe

1 Théoréme de Brouwer

1.1 Enoncé

Théoréme. Soit f une application continue de la boule unité fermée de R™
dans elle-méme. Alors f admet un point fize.

— Faux pour la boule ouverte
— Illustrations en dimension 2 et 3

1.2 Démonstration en dimension 2, par Hex

Reformulation de la propriété fondamentale d’Hez :
Si H et V forment une partition de 5,, alors H ou V contient un che-
min de C; a C3 ou de Cy a (4.

Co
(n,1) = (n,n)

Ch Cs

(1,1) —— (1,n)
Cy

En dimension 2,

Hex = Brouwer
(en fait, <)
Idées :

— discrétiser le probleme afin de se ramener au cas d'un "plateau" d’Hex
— utiliser la compacité de la boule unité (uniforme continuité de f)



Démonstration : Soit f:[0,1]? = [0, 1]? continue, et f1, fa ses projections
(on choisit la norme infinie pour laquelle la boule unité de R? est isomorphe au
pavé en question, toutes les normes étant équivalentes). On cherche alors x tel
que f(z) = z. Comme || f — Id|| est continue sur le compact [0, 1]? par théorémes
d’opérations, elle y atteint ses bornes :

Jwo € [0,1]%, [|f(20) — wol| = [(i)gfz ||f = Id[]

11 suffit des lors de montrer que Ve > 0,3z, || f(x) — z|| < e. Comme Hex est un
jeu de plateau, avec des cases, il est nécessaire de discrétiser le probleme afin de
s’y ramener, et donc de trouver une "bonne" subdivision de [0,1]%. Soit £ > 0
quelconque ; d’apres le théoreme de Heine, f est uniformément continue sur le
compact [0, 1]?; soit 7 un module duniforme continuité associé a ¢, et n entier

tel que — <.
n

Introduisons alors les 4 ensembles suivants, ensembles des points que f envoie
respectivement trop "en haut", "en bas", "a gauche" ou "a droite".

H={x<€S,, fala/n) —x2/n >c}
B={z€S,, xa/n— fa(x/n) >c}
G={xe€S,, r1/n— fi(x/n) > e}
D={z€bS,, filz/n)—x1/n>c}

Il s’agit de montrer que ces quatres ensembles ne forment pas un recou-
vrement de Sy, et donc qu’il existe x € S, tel que £ (qui est dans le pavé
[0,1]%) reste confiné, aprés action de f, & moins de . Posons Vert = H U B,
Hori = GUD, et supposons par 'absurde que S,, = VertUHori. Alors, d’apres
la propriété fondamentale d’Hez , I'un des deux ensembles contient un chemin
entre deux cotés. Par exemple, Hori contient un chemin de C; a C5 : ce chemin
commence forcément dans D (puisque sinon, il est dans G, ce qui signifierait
que f envoie le sommet initial hors de [0, 1]? : absurde) ; de méme, il finit dans
G. Comme G et D sont clairement disjoints, il existe g € G et d € D adjacents.
Par choix de la subdivision, [g1 /n—di/n| < ||g—d|| = L < n Quitte & diminuer
7, on peut supposer n < e, d’ou :

mais comme, par définition de D et G, fl(%) — % >ceet g1/n— fi(g/n) > ¢,
ona fi(£) = fi(£) > ¢ en additionnant, d’ott f(2)— f(£) > ¢, alors méme que

lg —dl| <n
C’est absurde, car contredit 'uniforme continuité de f.

2 Généralisation d’Hex
2.1 Hex en dimension p

Généraliser Hexr en dimension p, bien que d’'un intérét nul point du vue
du jeu lui-méme, est possible. Ceci permet alors de démontrer le théoreme de
Brouwer dans le cas général.



